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Liaisons unilat&ales et chow hlastiques 
quelconques : un r&mltat d’existence 

R&urn& Suivant J.J. Moreau (51, nous presentons un mod&le variationnel unifiC qui d&it 
1’Cvolution d’un systkme mCcanique ayant un nombre fini de degrCs de liberte, soumis 
2 des liaisons unilatCrales parfaites et sub&ant des chocs de coefficient de restitution 
quelconque. Dans le cas d’une seule contrainte .f((r) 5 0. nous montrons un rksultat 
d’existence sous la condition quc f’ est de classe C!” ‘, avec :j > I/2. 0 Academic 
des ScienceslElsevier, Pnris 

Unilateral constraints and arbitrary elastic shocks: 

un existence result 

A bridged English Version 

We consider a mechanical system with a finite number of degrees of freedom, having a configurations 
manifold I) and a local coordinates system (1 = (q,. (12. . . . : cr.&-). Besides the bilateral constraints 
which have been used for the parametrization of (2, we consider a single petfect uniluterul construint 

.f(q) 5 0. where f is at least Cl, with Of # 0 in a neighborhood of the hypersurface f(q) = 0 
delimiting the closed domain L c Q. Let E(q) (resp. F:‘(q)) be the tangent (resp. cotangent) space at 
(1. To avoid unnecessary complications, we suppose that the kinetic energy reduces to !I’(‘/. (i) = $ll~j\\~ 
which makes C), at least locally, an open subset of R-V and E(y) = E’(q) = R”v. For every ‘I, let 
L’(q) = (711 E E : 10 Vf(q) 5 0) if .f’(~l) > 0, and I/((I) = E if ,f(s) < 0. which is the tangent 
cone to 15 at (I if (1 E L. Here V(q) is either !R?‘l’ or a half-space. Let N(cl) be the polar cone 

Note presentbe par Philippe G. CINWI.. 

0764-4442/%3/0326 I353 0 Acadhie de\ ScienceaElsevier. Paris 1353 



M. Mabrouk 

of V(q). The system is submitted to some continuous given forces p(l, q(t)) E I?(q) and to an 
unknown constraint force R = -XOf(y), X 2 0 constant. Let I = [O.T] c R. Then a generalized 
m&on is a locally absolutly continuous map /1 : I -+ Q such that: i) the right and left velocities 
i* exist everywhere, ii) on every subinterval of smooth motion we have: p - @ E i)Iv(,)(q) a.e., 
iii) if at an instant t,, we have i-(ts) # i+(ts), then a shock occurs and we have the jump relation: 
&(fj+ + f$) = I )rox(V(q). cj-), prox(C, X) being the proximal point to :I’ in the convex set C. 

DEFINITION. - A function 16, locally of bounded variation on I is said to be P-aLjeruged, and denoted 

lbve-m, if and only 71, = 
II+ + ml,- 

1 + t: 
everywhere. 

We can then state our problem: 

PROBLEM P. - Let cl0 E Z,, ‘~(1 E 8:. To find u in Ibve-m(l, Q) with ‘IL--(()) = wo such 
that with cl(t) = cl0 + Ai’ ( ) I II 7- ( 7 we have the following differential equation for real measures: 
p(f, q(t))tll - du E ar,y,,,,,(7l~(t)). 

From [I], we know that every solution ‘u, of Problem P is a generalized motion. In the present 
work, we prove the following existence result by using the numerical scheme (6)-(9). 

THEOREM, - A.s.sume f E C’,“(Q, R), [j > l/2. Then: 
(i) from the sequence (TJ,, , qT1 ) of the numerical sheme, we cun extract u .subsequence which converges 

to a limit (PI, q) where 7) is of bounded variation and q(t) = q() + ,I;: u( T)C~T; 
w+ + (‘11~- 

(ii) the function TL = -- 
1 + I’ 

is a solution of Problem P. 

The above result remains true if we assume that y depends also on ci (viscous damping for example) 
and is uniformly Lipshitzian in r/ and 4. 

1. PrCsentation 

Dans ce travail, nous exposons et Ctudions un modele variationnel unifie qui gouverne la dynamique 
des systemes mecaniques a un nombre fini de degres de liberte, soumis B des liaisons unilattrales 
parfaites. Ce modele deja mention& par J.J. Moreau darts [S], s’applique en presence de chocs 
de nature quelconque, generalisant ainsi le cas du choc inelastique standard etudie initialement par 
J.J. Moreau [4]. Plus precisement, considerons un systtme mecanique B IV degres de liberte. Soit Q 
la variett des configurations et rl = (qt , (12. . . , q,~) un systeme de coordonnees locales. En plus des 
liaisons bilaterales qui ont servi a choisir la parametrisation, on suppose le systeme soumis a une 
liaison unilute’rale pacfbite, d’equation : 

ou f est suppode de classe Cl au moins. de gradient non nul au voisinage de l’hypersurface f(q) = 0 
delimitant la region fermte reguliere L c Q. Soit E:(q) (resp. E’(q)) l’espace tangent (resp. cotangent) 
en q a Q. Afin d’eviter les complications purement techniques, nous supposons que I’energie cinetique 
du systtme se reduit a T(q,i) = i//S/l&. i.e. Q est un ouvert de R”, et E(q) = E’(q) = Iw”. 

Soit V(q) = {w E E : ‘us. Of(q) 5 0} si f(4) > 0, et V(q) = E: si f(4) < 0, appele cBne tangent 
a L au point 4 si q E L. Ici V(q) est soit l’espace entier, soit un demi-espace, et la condition de 
qualification IritV(q) # 8 est satisfaite pour tout ‘I. Soit N(q) := (1. E E : 7’ ‘!/I _< 0. VU! E V((I)} 
le cone polaire a V(q). Darts notre cas, N(q) est la normale sortante h L si ,f(q) = 0, et (0) si 
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f(q) < 0. Si le mobile t - q(t), decrivant l’evolution du systeme, reste dans la region L, on a : 
II+. Vf(y) 5 0, oh 7l+ = ‘+ q est la vitesse a droite de q supposee exister. Autrement dit, ‘u+ E V(q). 
On montre de mbme que si la vitesse a gauche ‘u- existe, on a ?I- E -V(q). Du point de vue 
de la dynamique, le systkme est soumis a des efforts donnes p(t,q(t)) E E’(q) continus et a des 
efforts de liaison represent& par le covecteur R = -A8f(q), X constante positive. Le mouvement 
q : I c R ---+ Q, oti I est un intervalle ouvert, est dit r&ulier si et seulement si q est differentiable, 
et 4 est localement absolument continue. Si I est un intervalle de mouvement regulier, les equations 
de Lagrange s’ecrivent : 

p - i’ E Gy,)(4) = h(,)(G) P.P. (2) 

oii Ic est ici la fonction indicatrice du convexe C, egale a 0 sur C et +cxi sinon, et i)lc(r~) est 
son sous-differentiel au point 7~. 

Si un intervalle de mouvement regulier se termine a t,? avec 4-(t,) # V(q(tR)), on a necessairement 
un choc. Notons 7r = i+(ts) - G-(1;.+) la percussion de liaison. 

DBFINITION 1. - Soit 0 5 e 5 1. Un choc a l’instant t,s est dit e’fastique de coeffkient de restitution e 
(inPlastiqu4stanrlardlustiqueIstundard si e = 0) si et seulement si l’une des quatre conditions Cquivalentes suivantes a 

lieu : (i) ~(4’ + eG-) = prox(V(q), (i-), (ii) -* = prox(N(q), II-), (iii) * (i+ + c$) = 0 

ou (iv) tiifj+i]& - ~l~~-\l~ = -i . zilfj+ - (i-I]&, 
de 2: da% le convzxe ferme C. 

avec prox(C, X) designant le point proximal 

Pour e = 0, on retrouve le choc inelastique (ou mou) CtudiC par J.J. Moreau [4] et P. Monteiro- 
Marques [2]. Suivant J.J. Moreau, nous appellerons mouvement gtfnne’ralise’ toute application 
q : I c R --+ Q, localement absolument continue, ayant des d&i&es a droite et a gauche i* 
en tout point, verifiant les equations du mouvement regulier sur tout sow-intervalle I’ c I ou la 
derivee 4 existe et est localement absolument continue, et verifiant en tout point de discontinuite 
t,9 les conditions de choc. 

DEFINITION 2. - Une fonction 71, localement a variation bornee sur un intervalle I c W, est dite 

e-moyennke, et sera notee lvbe-m, si et seulement si 1~ = 
71+ + ml- 

On se pose alors le probleme suivant : 
1 + (2 

en tout point de 1. 

PROBL~ME P. - Soient qo E L et ~0 E E. Trouver ‘u E lvbe-m(l! E), avec ,u-(0) = ~I~), de telle sorte 
qu’en posant q(t) = qo + Ji ’ u T c T, on ait l’inclusion differentielle au sens des mesures reelles : ( ) 1 

p(t, q(t))dt - d7L E 31qq(t))(7L(t)) (3) 

On montre alors (voir [ 11) que toute solution du problbme P est un mouvement generalis verifiant 
une forme generalisee du theoreme de l’energie cinetique : V t E I : 74). (p(t, q(t))tL (t) - u:,(t)) = 0, 

et est dissipative dans le sens : V’t E I, Ilu+(t)ll 5 IIn,-(t)(l. D ans ce travail, nous Ctudions la question 
de l’existence de solutions pour le problbme P. Pour cela, nous employons une technique de 
discretisation analogue a celle utilisee par P. Monteiro-Marques dans [2]. Le resultat principal de 
cette Note est un theorltme d’existence : 

THGOREME. - Supposons f E C!ls”(Q: Iw), avec p > l/2. Alors : 
(i) de la suite (v,, , qn) du schkma nume’rique (6)-(9), on peut extraire une sous-suite convergeant 

vers une limite (11, q) oit 71 est une~function & variation bornke sur [0, T] et q(t) = qo+.hF w(T)dT ; 

(ii) la ,fonction 21 = 
u+ +- e7L- 

1 + f’ 
est une solution du problkme P. 
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2. DCmonstration du thborkme 

Nous discretisons la relation (3) sous la forme implicite : 

equivalente a : 

u,+1 + (‘1!, 
1 f f’ 

= ]““)X V(q(ti+l)).‘fl, + ( 
t “T’+:,” Jl(ti+l. Cl(t,+())) 

(4) 

Nous allons esquisser la preuve de l’existence d’une solution locale, l’existence globale s’en 
deduisant facilement a partir des estimations a priori uniformes obtenues. 

Soit I’ = [O, T’] un sous-intervalle de I = [O, 7’1 a determiner. On adopte un pas constant h, = $, 
done les nceuds ty = ilr = i$, en particulier t;’ = 0, til = 7”. Soit ~(1 donne appartenant a E. Pour 
chaque II., on construit les suites approximantes finies (PI:) et ((I;’ ) de E : 

y;; = (II,. (6) 

yj;; = -f:?‘(] + (1 + c:)prox 
lr 

-p,(t;;. (16) . 
1 + 0 > (7) 

et pOUJ i = 0. 1.. . . .71 - 1 : 

(8) 

(9 

On definit alors les fonctions en escalier approchantes : 

,v,,(f,) = ,?I:’ si t E [t:‘.f:‘+,[. 0 < % 5 II, - 1. 
= f!;; si t=T’. 

et 
.f 

yn(t) = yu + 
! 

I:,, (7)dT. 
u 

kfupe 1. - On montre la majoration 

00 A.4 = sup{p(t.g(t)) : f E [O,T], If](“) - flO] 5 c?}. L’application (I t-+ V(q) &ant semi-continue 
inferieurement, il existe C? > 0 et une boule B(cl.7.) tels que : V(q) > 13(u. r) pour IQ - q,ll < 6. 

On choisit alors T’ par l’equation T’ = $, d’ou : 1~1:’ - ye) < h et V(cl;) 1 B(u.,T) , ‘d/f, E N, 
vi E {O.....rr - 1). 

.!hpr 2. - Si ,f’ E C ‘.1/T C W) on a la majoration des mesures tl~,, : ( 2. , 

sup 
I 

)d?J,,) < +x. 
,I ~O.T’] 
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Par le theoreme de Helly, la suite (v,,) converge partout vers une fonction B variation bornee 7). 
La suite (qn) converge alors uniformement vets !a fonction t k---k q(t) = cl0 + j;~~ijr)dr et verifie 
la relation f(q(t)) 5 0. 

Soit alors ‘71 = 
?I+ + c:u- 

l$c: 
Par construction, II, est lbve-m. 

lhzpe 3. - Si ,f E C 1.1/2 Q R) on montre que II verifie presque partout l’equation (2). Ceci se ( . , 
fait en demontrant la relation integrale : 

oti z E I/(!/) pour tout y appartenant a un voisinage de l’image ‘I( [s. t]), s 5 t < T’, et en passant a 
la limite par le theoreme de Jeffery sur la derivation des mesures. 

I&p 4. - Si .I E C1,h1(C2, R), /j > l/2, on montre que ‘(1, vkrifie la relation de saut en tout 
point de discontinuitt. 

3. Conclusion 

Les preuves des points sus-mentionnes sont tres techniques et reposent sur des arguments analogues 
a ceux utilises dans [2]. Le fait que e soit non nul complique tres serieusement les demonstrations 
et necessite plus de regularit pour j’. Ceci peut s’interpreter comme une condition sur la courbure 
de la surface f = 0. 

Pour (: = 0 et p = p(t. q(t)), la condition .f E Cl (Q. R) suffit, et nous retrouvons le resultat 
d’existence Ctabli par M. Monteiro-Marques dans [2]. 

Si le systeme est soumis a des efforts dependant aussi de la vitesse (amortissement visqueux par 
exemple) p = p(t, q(t)> (i(t)), globalement continus, et lipschitziens par rapport a (1 et 4, uniformement 
en t, le resultat d’existence demeure vrai. Seule l’etape 1 est a modifier substantiellement, les &apes 2. 
3 et 4 ne subissant que des changements mineurs. 

Les preuves detaillees de cette Note sont a paraitre prochainement dans [ 11. 
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